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ÜBER 

DIE GEMEINSAMKEIT PARTICULÄRER INTEGRALE 

BEI ZWEI LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

VON 

G. v. ESOHERICH. 


VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 13. JULI 1882. 


I. 


Die Herren Frobenius und Thorne wurden in ihren bekannten Arbeiten über die linearen Differential¬ 
gleichungen wiederholt auf Fragen geführt, deren Lösung die Bildung einer Differentialgleichung beanspruchte, 
welehe die sämmtlielien zwei gegebenen homogenen linearen Differentialgleichungen gemeinsamen particulären 
Integrale und nur diese zu particulären Integralen hat. Zur Herstellung dieser Gleichung bedienten sie sieh 
eines vom Herrn Brassinne in der Note III von Stnrm's Cours d'Analyse angegebenen Verfahrens, welches 
der Bestimmung der Resultante zweier algebraischer Gleichungen dureh Aufsuehung ihres grössten gemeinsamen 
Masses liachgebildet ist: ein Verfahren, das mit seinem algebraischen Vorbilde alle die Mängel theilt, weiche 
die Mathematiker zwangen, dieses trotz der Verbesserungen J aco bi’s (Crclle Journal Bd. 15) durch andere 
Methoden zu ersetzen. Ich versuche in den folgenden Blättern das Nämliche für den von Herrn Brassinne 
behandelten Fall zweier homogenen linearen Differentialgleichungen und zeige, dass das Verschwinden der 
Determinante, welche durch Elimination der abhängigen Variablen aus denselben gewonnen wird, nicht nur 
eine nothw endige, sondern aueh die hinreichend e Bedingung darstellt, damit die beiden Gleichungen 
ein particuläres Integral gemeinsam haben. Aus dieser Determinante, welche ich der Analogie mit den alge¬ 
braischen Gleichungen halber die Resultante der beiden Differentialgleichungen nenne, leite ich sodann ab die 
Criterien zur Entscheidung über die Anzahl der zwei solchen Differentialgleichungen gemeinsamen linear unabhän¬ 
gigen partieulären Integrale und die Differentialgleichung derselben. Vermöge dieser Gleichung kommt dann 
die Integration irgend einer der gegebenen Gleichungen zurüek auf diejenige der Gleiehung der gemeinsamen 
Integrale und einer anderen homogenen linearen Differentialgleichung, deren Ordnung gleieh ist dem Unter¬ 
schiede zwischen den Ordnungen dieser beiden Gleichungen. Sehliesslich zeige ich, wie sich mit Hilfe dieser 
Ergebnisse auch die Resultante irgend zweier linearer Differentialgleichungen aufstellen lässt. Anwendungen 
der entwickelten Formeln habe ich nur in geringer Zahl und nur beispielsweise beigefügt, da die vielen 
Anwendungen, welche der Begriff der Resultante zumal für die Integration gegebener Differentialgleichungen 
zulässt, mir einer speciellen eingehenden Behandlung wertli zu sein seheinen. Nur. eine der beigebraehten will 
ieh hier hervorheben: die Bildung gewisser Functionen, welehe für die Theorie der homogenen linearen 
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Differentialgleichungen eine ähnliche Bedeutung zu besitzen scheinen, wie die symmetrischen für die Theorie 
der algebraischen Gleichungen. 

Die meisten der hier angcstellteu Untersuchungen lassen sich übrigens, wie ich hier schon ankündigen 
will, allerdings auf ganz anderem Wege, auch auf Systeme von Differentialgleichungen ausdelinen, in denen 
die abhängigen Variablen und ihre Derivirten rational an einander gebunden sind und ich behalte mir vor, bei 
einer anderen Gelegenheit die einschlägigen Ergebnisse darzulegen. 


II. 

Die oben defmirte Resultante zweier homogenen linearen Differentialgleichungen, die der Kürze halber 
mit E bezeichnet werden mag, lässt sieh, wie ohne weiters klar ist, als die Resultante eines Systems linearer 
Gleichungen darstellen. 

Es seien 

F(x y y ,. . . yW) — a 0 y( n) a t y^ n ~ j) . . . ~h a n y = 0 (1) 

f(x, y ,. . .yW)= b 0 y( m) -+~b x y( m ~ l) . . .-hb n y=0 ( 2 ) 

die beiden gegebenen homogenen Differentialgleichungen. Durch /malige Differentiation dieser beiden Glei¬ 
chungen nach x 7 ergebe sich 

r=n~{-k 

HW ( x ,y,... y M ) = Yl 1 * y ,,+k ~ r 

r =0 

f^(;x,y,...y^)=Y}ry m+k ~ r ’ 

r=0 

wo also 

X=/L 

k V /k\ (X) 

(l r y ^ (). ) U'r —X 

A=sO 

X=Ä 

X—0 


ist, wenn die oberen eiugeklammerten [ndiees Differentiations-Indiees bedeuten. Eine nothwendige Bedingung, 
damit die beiden Differentialgleichungen ein pavticuläres Integral y, gemeinsam haben, erhält man durch Eli¬ 
mination der Grössen y x , y[, y" { . ■ aus dem Systeme der m-t-w Gleieliuiigen 


F(x, y v y\--- y[ n) ) = 0; Fix, y x , y\... yß) = 0. . . F^ (x, y x , y \. . • y[ n) ) = 0) (3) 

f (x, y v y\... yß) = 0;/ (*, y v y\... yß) = 0. . .ß n ~' ( x > Vv !/[■■■ ü\ m) ) = °) 

Sie bestellt also in dem Verschwinden der Determinante dieses nach y x , y[. . linearen Systems 

von Gleichungen, also in der Relation: 
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Um nun zu zeigen, dass diese Gleichung auch die hinreichende Bedingung ausdrückt, damit die beiden 
Differentialgleichungen F= 0 und /= 0 ein particuläres Integral gemeinsam haben, nehme ich an, 
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di’ !h---Vn sei ein „Fundamentalsystem particulärer Integrale“ der ersten und z x , z % ...z m ein solches der 
zw eiten Gleichung und multiplicire die obige Determinante (ra-+-w)ten Grades It zeilenw r eise mit der folgenden 


P= 


(n+m-i) 

ff+>“-*) _ 

. .y\ . 

Vi 

(n+m—i) 

V n ; 

(n+m- 2) 
ffn 

• • y'n : 

\fn 

(W + Wi—1) 

, 

(n+m —2) 

■ .z\ , z x 

{n+m —1 ) 

2 m p 

(n+m— 2 ) 

• • 7 2 m 


Als Product derselben ergibt sich: 

(h )i )■■■ F{y x ); /—■>(?,), /—%,)• • -/(y,), 

p f ,_ r< Xm -Hi/n), 

IAm - l) (D ), f*-%z x )..>(*,); ), ß n -' l \z y ) •. ./(*,), 

(*»)» F'>'~%z w ). . .F(z m ); ff-'\z n ), f—')(ss m ). .f(z m ), 

wo /•’*' (z) lind /W(z) bedeuten, dass bezüglich in F & )(x, j. . .ff») und /<*>(*, j. . .ff“)) für y : vj substituirt 
wurde. In dieser Determinante haben aber sowohl die n ersten Zeilen mit den m ersten Colonnen, als auch 
die m letzten Zeilen mit den n letzten Colonnen lauter verschwindende Elemente gemeinsam, und es zerfällt 
daher diese Determinante (ra-f-«)ten Grades aus jedem dieser Gründe in das Product einer Determinante «teil 
und raten Grades, lind zwar ist 


PK = (—!)»• 


]i\m- 




• • /Ol) 

]i\m- 


• -F(z m ) 1 

\ß n ~'\yn) ■■ 

■ •/(y«) 1 


(5) 


Aber auch P lässt sich in zweifacher Weise transformiren. Multiplicirt man in P die erste Colonne mit 
"n“' 111kI acldirt hiezu jede nachfolgende, multiplicirt mit dem Coefficienten, welcher in F( m ~ l )(y x ) der betref¬ 
fenden in dieser Colonne stehenden Derivirten von y, zngehört, verfährt in ähnlicher Weise mit der neuen 
Determinante, indem man in ihr die zweite Colonne mit multiplicirt und zu dieser jede nachfolgende mit 
dem Coefficienten der betreffenden Derivirten von y, in F( m ~‘ 8 >(y,) multiplicirt, addirt und setzt dieses Ver¬ 
fahren fort, bis die mte Colonne transformirt ist, so haben in der so gewonnenen Determinante (m- 4 -«)tcn 
Grades 


P = 


m —1 m —2 

ao P a 0 ... a n 


' Fi"-')(y x ). 

..F(y x ), r’.. 

■V\ 

F^-'Kyn) . 

■■F(y n ), yM.. 

• yn 

D m ~ i \z x ).. 

■ ■ F(z t ) , 

.Z x 

F0*-'\» m ).. 

• F(z m ), zL n ~ l) . . 

• 2 m 


die n ersten Zeilen mit den m ersten Colonnen lauter verschwindende Elemente gemeinsam und es zerfällt 
daher dieselbe in das Product einer Determinante raten und «ten Grades. Es ergibt sich auf diese Weise da 
««= % ist, 

\F^~\z x ) ...F{z x ) 


(— l) n - m 

y[ n ~ i) • 

• di 

«0 

y(«- 4) . 

• -yn 


F-\z m ) . .. F{z m ) 

oder, indem frir die erste Determinante dieses Productes ihr Werth eingesetzt wird, 




F™~'\z x ) ...F(z\ 
: F^~'\z m ) .. . F(z m ) 
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In ganz analoger Weise erhält man für P den zweiten Ausdruck: 


1 

- 0 J ö o 

/ (m - 4) (2/i) • 


b n 


•/Ga) 


Durch Substitution dieser Ausdrücke in P. R findet man für R die beiden Gleichheiten: 

r ®i 

R = a%e J V 


R = (— sl” 


/ (m_ %i) ■ 

• • / (l/i) 

f n -\yn) ■ 

• ■/(#») 

) . 

..F{z x ) 

F^\z m ) . 

■ ■ F(zj 


( 6 ) 


Wie diese Formeln lehren, verschwinden R und die beiden rechtsstehenden Determinanten blos 
zusammen. Jede der beiden Determinanten verschwindet also, was übrigens schon unmittelbar ihre Struetur 
zeigt, wenn die beiden Differentialgleichungen ein particuläres Integral gemeinsam haben, aber auch umgekehrt 
können sie und somit auch R, wie ich nunmehr beweisen will, nur in diesem Falle verschwinden. 


III. 


Um diesen Beweis zu führen, will ich allgemein die Bedingungen aufsuchen, unter welehen eine Deter¬ 
minante der obigen Form verschwindet, und zu dem Behufe den Werth der Determinante 


« 1 » 

u % .... 

. ,u n 

u\, 


• •< 




«G-b , 

m a-*) , 



wo v i7 a % ..*u n Functionen von x sind, und die mit oberen Indices versehenen u nach der Lagrange'schen 
Bezeichnung, Differentialquoticnten bedeuten, zu ermitteln suchen. Er ergibt sich durch eine leichte Transfor- 
mation dieser „Determinante der Functionen“ u. 

Multiplicirt man nämlich in U die letzte Zeile mit v t und addirt zu ihr die mit ^ t?"“* multiplicirten 
Elemente der k Zeile und verfährt so für jedes k<n 7 so geht U über in 



u t , 
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. • • «» 

ff-I 

u\, 
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(«1 «l) (M_1) > 
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Transformirt man hierin in analoger Weise und etwa mit Benützung derselben Grössen v x alle übrigen 
Zeilen, so findet man 


U* 


1 


u 9 


l .. • • 

(^1 ^l) ; ( U Z V i ).^l) 


(u t v , (w, 


Diese Determinante unterwerfe ich mittelst anderer Grössen v %y v z ...v n „\ einer neuen Transformation, 
die sich von der vorhergehenden nur dadurch unterscheidet, dass nicht mit Benützung sämmtlicher Zeilen die 
frühere Operation ausgeführt wird. Es wird zunächst mit v z und mit Ausschluss der ersten Zeile an der obigen 
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Determinante die Transformation vollfiihrt, in der so gewonnenen mit o 3 und mit Ausschluss der beiden ersten 
Zeilen und so fortgefahren bis alle Zeilen, mit Ausnahme der ersten, transformirt sind. 

Man findet so 


U= 


t?”“ 1 . 



«1 

U % . 

•w» 



D{v i «0, 

D ( V l U l) . 

■B (v t u n ) 



Ü(?t Dv t u t)> 

D (v z B v t m 4 ) . . 

■B(v i Dv l 

«») 


B{v n -\ . 

T) v 2 Dü x u x ). . . 

. D «_i. . 

■ Bv i D v l u n ) t 


wo D die Differentiation des nachfolgenden Ausdruckes nach x anzeigt. 

Unter gewissen Bedingungen kann man die Qi— 1) willkürlichen Grössen v 17 v 2 ..» v n -i derart bestimmen, 
dass die obige Determinante sich auf ihr Diagonalglied redneirt, und es zeigt sich, dass die Determinante nur 
dann verschwindet, wenn diese Bedingungen nicht stattfinden. Ist nämlich u x von Null verschieden, so lässt 
sich v x stets derart bestimmen, dass 

«i v l = 1 , 

dann verschwinden aber in U alle Elemente der ersten Colonne mit Ausnahme des ersten. Ist D(v x u 2 ) von 
Null verschieden, so kann v 2 aus der Gleichung: 

v 2 D(y x n 2 ) = 1 

bestimmt werden, und es verschwinden dann in U alle Elemente der zweiten Colonne, die links von der Dia¬ 
gonale liegen. Ist man so fortfahrend zur /ten Colonne gelangt, so kann man hierin alle Elemente links von der 
Diagonale zum Verschwinden bringen, sobald 

D(vi-2, Dvi- 3 .Diu u { - j), 

wenn hierin für v { die aus den vorhergehenden Gleichungen sich ergebenden Wertlie eingesetzt werden, 

von Null verschieden ist, indem man v L — x derart bestimmt, dass 

tV-i 2 D ^ 1 - 3 .. • Di\ u-i_ i) = 1 

ist. Man ersieht hieraus: 

„Verschwändet keine der Grössen 

u x ; D(v x u 2 ) , J)(o 2 Do x it 3 ). . I) v n s . . .Dv x ti n ) , 

wenn man in diesen Ausdrücken für v l7 v 2 ...v n -i die Wertlie aus den Gleichungen: 

n x v x — l 

V l D ( V 1 «2 ) = 1 I 


(«) 


v n —i B (v n —2 • • *B u n —i ) — 1 

'D n B — 1 • • • 1) Vi l(ii) 1 

substituirt, so hat U den von Null verschiedenen Wertli“ 

jj _ DjVy Itj) D ; 'i 1! 3 ) • • • -i ■ .■Bv l _ 


(ß) 


r n— I —2 

1 1 2 


V n -i 


njn —1 


■ v 11 


Es kann also U nur verschwänden und verschwändet immer, wenn eine der Grössen («) zu Null wird. 
Man nehme an, es sei in diesem Falle etwa 

i Dvi -<>.. .Dv x u t ) = 0 , 

Denkschriften der mathem.-naturw. Gl. LXVl.Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. j 


( 7 ) 
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wo für v t , v z .. . v^i die Werthc aus den Gleichungen 

Vf -i I) (Vj — 2 • • • J) v { Ui— i ) = 1 

Vi- Z D(vi -3 ...Dv t %_ 2 ) = 1 

*2^ Oh W 2)) = 1 

Wj ^ =1 

einzusetzen sind. Ans (y) folgt aber, wenn die c Constanten bedeuten, 

D (^i_ 2 ... Dv t ui) = i 

somit wegen der ersten Gleichung in (ß') ; 

D (vi-z .-Dv l ui) — Ci_ , D {oi-z ...D u x ), 


m 


woraus sieh wieder ergibt 

Vi-z I) (Vi — 3 ...Dv i ui) = <y_i tf *_ 2 D (Vi— 3 - .-Dv i Ui— i ) -h C t -__ 2 . 

Wegen (ß') kann man hieftir schreiben: 

(^i_3 • ■ -üflj %) = D (v {— 3 ...Dv l u^ i) -f- <*_ 2 F (Vf — 3 u^ ). 

Indem man auf diese Weise den links stehenden Ausdruck fortwährend integrirt, erhält man schliesslich: 


— Cj Wj —f— 6g Wg ~H . . • —f— Ci _i Ui _| , 

wo die c Constanten bedeuten, die auch Null sein können. 

Diese Formel drückt den von Herrn Frobcnius mehrmals bewiesenen Satz aus: 

„Verschwindet die Determinante mehrerer Functionen, so sind dieselben von einander linear abhängig.“ 
Wendet man nun diesen Satz auf den Fall an, dass U und somit jede der rechts stehenden Determinanten 
in (6) verschwinden, so folgt daraus, dass dann Constantc c iy c % ...c n und c [, c 2 ...c m bestehen, für welche 
bezüglich 

c i f(y t ) e z f(y 2 ) • • • -*~ c nf(:yn) — 0 

c \ ^ i z i) c z E(z<z) -hc m F(z 7 } i) = 0 


ist. Die erste Gleichung drückt aber aus, dass das particuläre Integral 


y — c i y x h- Cg y :i -f-. . . -f -c n y n 

der Gleichung F(x y y y .. .yW) = 0 auch die Gleichung f(z y z ’ y .. . 2 ^)) = 0 befriedigt, und die zweite, dass 
das particuläre Integral 

2= C X Z X ~hc'z g ~h. . .-hC m Z m 

der Gleichung f(z y z y r ..^W) = 0 auch der Gleichung F(ij y y 9 ,.. .yM) = 0 genügt. 

Verschwindet somit R y so besitzen die beiden gegebenen Differentialgleichungen ein particuläres Integral 
gemeinsam. 

IV. 


Im Falle, dass 11 verschwindet, lässt sich der Werth des gemeinsamen particulären Integrals y { aus dem 
Glcicliungssysteme (3) berechnen, indem man darin y { sainmt seinen Abgeleiteten als Fnbekanntc ansicht. 
Die bekannten Regeln zur Auflösung eines derartigen Gleichungssystcms, die man Herrn Kronecker (Bal- 
tzer, Determinanten, 4. Auf!., §. 8) verdankt, wurden auch mit Leichtigkeit sowohl zur Aufstellung der 
Kriterien führen, die zur Entscheidung dienen, ob die beiden Gleichungen mehrere, und in welcher Anzahl sie 
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paitieuläre Integrale gemeinsam haben, als auch die Gleiehung derselben ergeben. Doch ich glaube, dass diese 
Fragen sieh übersichtlicher und unmittelbarer aus der Gleichung 


rtg; 




fi n )■■■ f(lh) 
/”-%»)•• •/&») 




F n -%z n ) • • 

. . F(z n ) 


2 J d a 

[h 

= (— l) m - n b*e)b. 


beantworten lassen. Es wird hiebei offenbar blos liöthig sein, den Entwickelungen den einen, etwa den 
zweiten Theil dieser Doppelgleichung zu Grunde zn legen, da hieraus durch einfache Vertauschung der Buch¬ 
staben m und n, a und b die entsprechenden Regeln fliessen, die mittelst des ersten Theiles abgeleitet werden 
könnten. 

Es sei, wenn Ii = 0 ist, 2 , = y i das gemeinsame Integral, dann ist: 


dJt fi< , 

= (—1 )“•" . (—1 ) m b” e^'o z t 




dH 

(» 1 —i) = (— (—1)'" e ' 2, W 


d<- 


■**(%). 

• -F(z m ) 

FM( 02 ) . 


FÜÜ . 

• •%) 




0) 


Hiei aus folgt zunächst: verschwindet nicht, so kann auch, da y=ernst, nach der Stillschweigen- 

n 

den Voraussetzung nicht als gemeinsames Integral der beiden Gleichungen betrachtet wird, -—Ü — uiclit ver- 

du'nZÜ 

schwinden. Der Werth des gemeinsamen jiartienlären Integrals ergibt sich dann ans der Proportion : 


, . . n (IR d H dB 

z n '' zn (!¥*-') '■ d,v r 0 : : tfe-P . 


dli 


dR 


‘ dajp-'i' da ,*•- *) 


Aus der Gleiehung («) folgt ferner, dass mit Jß— auch jeder andere Differentialquotient nach der 
(m- l)ten Derivirten irgend eines Coeffieienten a von F= 0 versehwindet und dass dann, wegen 

F(? t ) . F(z m ) I 


dR 

1 «&*(—*> 


00 


= 0 


... F(“- 2 >«) 

die beiden Differentialgleichungen mehr als ein partienläres Integral gemeinsam haben. 

Es verschwindet dann jeder Differentialquotient von R nach einem Coeffieienten oder einer Derivirten 
eines Coeffieienten a, da die beideii gegebenen Gleichungen mehr als ein Integral gemeinsam haben. Es ver¬ 
schwindet dann überdies jeder zweite Differentialquotient ^ für jedes beliebige * und h, jedoch 

nicht notwendig die Differentialquotienten von der Form Denn werden in diesem Falle 2 , 

mul z Z) was unbeschadet der Allgemeinheit gestattet ist, als gemeinsame Integrale angenommen, so ist: 
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F(z s ) . F(z m ) 


F'> m - 3 '>(z 3 ).... F (m ~%z m ) 


wo 


IV»-o a («-*) b<«-*) , 4" -0 

1 ; * + I 1 ^ 

0 („_ <+1 ) ^ z (n-k+i) \ z {n-k-+ I) ; 0 (»-M-l) 


Diese Formel lehrt iiberdiess, dass 



zugleieh Null oder von Null verschieden sind, da 



wegen der Voraussetzung, dass z x und 0 2 demselben Fundamentalsysteme angehören, von Null verschieden 


sind, und also die drei obigen Differentialquotienten nur versehwinden können, wenn 


\F(z 3 ) . 

■ ■ ■F(z m ) 

. 


| F im ~ 3 \z 3 ) .. 

. .F m ~ 3 \z m )\ 


Sie verschwinden also und können, wie diese Bedingnngsgleiehnng zeigt, nur dann versehwinden, wenn 
die beiden gegebenen Differentialgleichungen ausser z t und 0 2 mindestens noeh ein Integral gemeinsam haben. 
Haben sie jedoeh nur diese beiden Integrale gemeinsam, d. h., versehwindet nielit irgend einer der obigen 
drei Diffcrentialqnotienten, so sind alle pavtieulärcn Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung 
der 2ten Ordnung 


und nur diese den beiden Differentialgleichungen gemeinsam. 

Es hat keine Schwierigkeit, den allgemeinen Satz lierznleiten, unter den sieh die eben behandelten Fälle 
subsummiren. Zu diesem Behufe nehme ieh an, die beiden Gleichungen haben k partienläre Integrale gemein¬ 
sam und es seien diese, was ja unbeschadet der Allgemeinheit vorausznsetzen gestattet ist, die Functionen 

z x , z % . . .z k . 

Es ist dann zunächst klar, dass jeder Differentialqnotient von der Form 


[dcfr-W ]' [daSr^ fp) 


wo p >0 ist, versehwindet, da in der Summe von Determinanten, ans welcher derselbe besteht, jede min¬ 
destens eine Zeile versehwindender Elemente besitzt, da F(z x ) . . . F(z k ) sammt ihren Differeutialquotienteu 
nach x in Folge der Voraussetzung versehwinden. Es versehwinden aber überdies auch die Men Differential¬ 
quotienten des I! von der Form 


[da 
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während die von der Form 

d k R 


[da ( ;‘- k) ] { [dail- 40 ]*-' 

nur in dem Falle verschwinden können, als die beiden Gleichungen mindestens ein Integral mehr gemeinsam 
haben, als die k vorausgesetzten z X) z z , z s . . . z k . Die Richtigkeit dieser Behauptungen leuchtet unmittelbar 
aus dem Ansdrucke für diese Differentialquotienten ein. Um unter der gemachten Voraussetzung dieselben zu 
bilden, wird es am einfachsten sein, sich die Determinante R nach dem La Place'schcn Satze in ein Agregat 
aus Producten von Determinanten Aden und (m—Jc) ten Grades zerlegt zu denken und die einzelnen Producte 
zu differentiiren. Von deren Differentialquotienten verschwinden nun, da F{z x ), F(z z ). . . F(zu) sammt ihren 
Differentialquotienten nach x Null sind, sämmtliche mit Ausnahme desjenigen von 

F^~ k \z x ) , F^~%z z ). . 


(—1 )*•»&»«/£*’ (_!)(«-*) * 


F {m - i \z i ), .. D m ~\z k ) 


h'Ükff) . 

• .F(z m ) 

D m - t+i) (z i+] ). 

.> 

; reducirt. Von der Summe, aus wel 


eher derselbe besteht, sind, wie zunächst ersichtlich ist, nur jene Glieder von Null verschieden, in denen 
sämmtliche Zeilen der Determinante differentiirt sind; aber auch von diesen verschwinden im ersten Falle 
wegen 

alle, während im zweiten Falle alle bis anf eines Null sind. Denn wie die Ausdrücke: 


da { :n k) 

( /[F (>»-*+’•)] 


( m —/r-nrl 


0 ' 


diff~ k) l r , 

zeigen, erhält man die Glieder dieser Summe, indem man in der Determinante 


f m — k- t-1 j f m — 1" 

l i 


z i > 

1 

• -z k 


z 2 

{1c —1) 

• -z\ 


auf alle möglichen Arten (/;—/) Zeilen heranshebt und jedesmal den Differentiations-Index in jeder derselben 
mn eins erhöht. 

Nun ist aber klar, dass, wenn in einer Zeile der obigen Determinante der Differentiations-Index um eins 
erhöht wird, entweder jener der folgenden ebenfalls um eins erhöht werden muss, oder die neue Determinante 
verschwindet; daraus folgt, dass die so abgeleitete Determinante nur dann nicht verschwindet, wenn von 
jener Zeile ab in jeder folgenden der Differentiations-Index um eins erhöht wird. Somit schrumpft die ganze 
Summe auf das Glied zusammen, in dem der Differentiations-Index jeder der letzten (fc— i) Zeilen der obigen 
Determinante um eins erhöht ist. 

Also ist 


d k R 

[da^V IdffrF 


_ = // 


z, . 

. .% 

zt {) . 


z r i] . 

. .4 i+1) 

zf . 



D (z*+ i). F(z m ) 


iß) 


F™- k -'\z k+i ). . .Fi">- k -')(z m ) ' 
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wo 

m =(_!)»-+(—[ m— 2 ~^ 2 j... ' 

Dieser Ausdruck kann nur verschwinden , wenn entweder die gemeinsamen particnlären Integrale 
z X7 z 2 ...z k nicht von einander linear-unabhängig sind, oder wenn die beiden Differentialgleichungen mehr als 
k linear-unabhängige particuläre Integrale gemeinsam haben. Berücksichtigt man daher, dass alle Heu Diffe¬ 
rentialquotienten von der Form 

d k R 

blos zugleich Null oder von Null verschieden sein können, so ergeben diese Überlegungen: 

Haben die beiden Differentialgleichungen k und nicht mehr als k linear-unabhängige particuläre Integrale 
gemeinsam, so verschwinden ausser R alle Differentialquotienten von der Form 

d*R 

[dc/r^Y [da^]^’ 

in denen ist für beliebiges f^g/x, jedoch keiner für jx = 7r. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung; denn verschwindet mit k und für jedes /x ein derartiger Diffe¬ 
rentialquotient, so haben die beiden Gleichungen mindestens k linear-unabhängige particuläre Integrale gemein¬ 
sam, da, wenn sie weniger, nur (k —X), gemeinsam besässen, kein Differentialquotient von der Form 

d k ~ x R 
[da { ™~ k+X) ]* 

verschwinden könnte; sie können aber auch nicht mehr als k linear-unabhängige particuläre Integrale 
gemeinsam haben, da sonst die Ausdrücke 

d k R 

[da ( n~ k) Y [ddzfi7^ 

verschwänden. 

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich nunmehr in den Satz zusammenfassen: 

„Damit die beiden gegebenen Differentialgleichungen k und nur k linear-unabhängige 
particuläre Integrale gemeinsam haben, ist es nothwendig und hinreichend, dass mit R 
(k— 1) Differentialquotienten der ersten (k— 1) verschiedenen Ordnungen von der Form 

_ d*R 

[dat^Y [daYEY]^ 

oder 

d*E 

\dtir v - ) Y\<iR-T i Y r< 

Null sind, aber keiner der gemeinschaftlich verschwindenden Aten Differentialquotienten 
von der Form 

d k R 

[f lat~ h) Y [daYrYf-' 

d k R 

\db { r k) Y [rfÖ’r' 


oder 
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Der obige Ausdruck (ß) führt auch unmittelbar zur Bildung der homogenen linearen Differentialgleichung, 
welche aus den k gemeinsamen partieulären Integralen zusammengesetzt werden kann. Diese Gleichung ist 
nämlich: 


= 0. 


a« ; 

£ Ä_1 ; . 

. .z '; z 


*(A-i) • 

? • 

• •*!; *i 


(A—1) . 

4 ; • 

. .4; ^ 


Mnltiplicirt man dieselbe mit 

F{z k + 1 ). F(z m ) 

M . 

... F^- k +'\z M ) 

so ersieht man, dass z {C) den Coefficienten 

[da ( r k) V 


besitzt,. Es ist also. 

d k R a 

[da l r k) } kZ( yi) [da' 

oder symbolisch bezeichnet 



d k R 




d k ß 

[da { :S t k) Y 


( 8 ) 


dH 


dB 


=;o 


da { r k) dcßrß 

die Gleicliun g der gemeinsamen partieulären Integrale. 

Anmerkung. Man kann diese Gleichung auch noch auf andere Weise gewinnen, die ich, da ihre Ablei¬ 
tung auf weniger Voraussetzungen beruht als die vorhergehende, kurz andeuten will. 

Es sei R eiu Ausdruck, dessen Verschwinden die hinreichende und nothwendige Bedin¬ 
gung ist, damit die beiden gegebenen Differentialgleichungen ein Integral gemeinsam 
haben, und in welchen höchstens die (in— l)ten Differcutialquotienten der Coefficienten von 
F(x, y. • .yW) = 0 eingehen. 

Es verschwinde nun R , was anzeigt, dass die beiden Differentialgleichungen mindestens ein particuläres 
Integral y i gemeinsam haben. Ich verändere irgend zwei Coefficienten von F(x ; y. . etwa a n ~i und a n) 

aber derart, dass 

y\ da n -t -hy, Sa n = 0, 

so dass also die neue Gleichung mit f(z y z' . . .z^) — 0 ebenfalls das Integral y v gemeinsam hat. 

Die Resultante R' derselben und f(z y z' . . . ) = 0 muss daher ebenfalls verschwinden und man erhält 

sie, indem man in R für a n -\ : + o und für a n : a n -f- o a n substituirt; man findet also : 


R' = R - 


dR 


da n 


-°a n -1 


0(ln 


dR 


Ö(l n — \ 


dB 

««„-1 


da n 


oa n 


da 


_ n (m— 1 ) 

(m —i) va n 


worin die o a n ^,, Sa n —i ...o«-“, 1 vermöge der Gleichungen: 

J 1 i H-- ißa n — 0 

-l- ij 1 daß i -t- (ßa n )'= 0 


y"da„_i 




pu-n r _ 2 . rt ._ j 


(ßa n ) (m ~ l) = 0 
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durch $a„, oa' n .. .oa'™-') auszudrüeken sind. Da nun R' und R verschwinden, so müssen wegen der Will- 
kürlichkeit von oa n , ö a(.. deren und ihrer Productc Coefficienten für sieh verschwinden. Sind nun 

die Coefficienten der ersten Potenzen dieser Variationen von Null verschieden, so ergibt eine kurze Rechnung 
zur Bestimmung von y, = z-y die frühere Proportion (7); verschwinden sic aber identisch, so findet man aus 
den gleich Null gesetzten Coefficienten der zweiten Dimensionen dieser Variationen die Gleichung p. 8. 


V. 


Nachdem man in den Stand gesetzt ist, die Gleichung der den beiden gegebenen homogenen linearen 
Differentialgleichungen gemeinsamen particulärcn Integrale abzuleitcn, soll nun untersucht weiden, welche 
Vortheile für die Integration der beiden gegebenen Gleichungen aus der Kcnntniss dieser Gleichung erwächst. 
Bezeichnet das Symbol P(y), dass an y die Operation 

cP d 


vollzogen werden soll, und nennt man es in diesem Falle ein Operationssymbol der loten Ordnung, so lässt 
sich leicht folgender Satz nach weisen: 

Ist ib (]/} ein gegebener homogener linearer Diftercntialausdiuck, dei die (in i tt l)tc 
Ordnung nicht übersteigt, so lassen sich stets zwei Operationssymbole Fund Q bezüglich 
der (m— l)ten und (n — 1)ten Ordnung auffinden, derart, dass 

P[F]+Q[f] = ti*( V) ( 9 ) 

ist. 


Es sei 


<I> (jf) — c 0 y )/ -b c m+n -1 y- 


Aus dem Glcichungssysteme (3) 


wo 


Setzt man daher 


y<™+>‘-') -H. . . -+- ( 1 m -L„—e—< y° 

0-h. • 

m —1 

• -b (Im-bn—ljJ 

V — a 0 y ( F -+-. . . -+- a n -i y» 

-+-. • 

• -b « n V 

/(»-!) = -+- • • • -+- *«+»-!-:1 >J {i 

> -4-. • 

• bb b m +. n —i y 

f = b t y M -+-. . . -+- y« 

-b. • 

• -b b m y 

a it k die Subdeterminante des Elementes bezeichnet wird, das 
von R steht: 

Pi = Ui, ü F^-1) -+- , F’(»- a ) -4-. . 

• -H «i, 

, B -i F 

Qt=* «*. r-+■ «0 «+1 / { ’ ! - 2) ■+■ • • 

• -+- 

ni'bn —1 J* 

P = C # P 0 -+~ Cj P, -+- ■ . • -+- C n + m — 

1 

:—* 1 

Q = = c 0 Q a -+- c, Qy -+-. . . -+- c n ^. TO _ 

1 Qm + n 

i-i; 


so ergibt sich die obige Identität. 

Sind daher <p und ip zwei homogene lineare Differcutialausdrückc, deren Ordnungszahlen zur Summe 
(A-bl) haben, so lassen sich zwei Opcrationssymbolc p und q bcziiglieh von der Ordnung (p.— 1 ) und (v 1), 
wenn ju. die Ordnung von y und v jene von Q ist, finden, derart, dass 

rF=p[p]-hq[f], 

wo r die Resultante von y und ^ bedeutet. 
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Haben nun die beiden Differentialgleichungen F—0 und *^ = 0 v linear-unabhängige particnlärc Inte- 
grale gemeinsam, ist also tp = 0 selbst die Gleichung der gemeinsamen Integrale, so ist klar, dass sieh die obige 
Gleichung auf 

r .F=p[$\ (10) 

redneirt. 1 Denn sind z i9 z % . . .z. f} v, gemcinscliaftliclie linear-unabhängige particnlärc Integrale dieser beiden 
Gleichungen, so genügt jedes derselben, wie die obige Formel zeigt, auch der Gleichung 

q [cp] = 0. 

Es sind also die v von einander linear-unabhängigen Functionen von x 

«i = <p (X); = ? <X) • • -«v = <p («v) 

particnlärc Integrale der Differentialgleichung 

q [x , w, w'. . .w( v—1 )] =0, 

welche nach u von der (v—l)ten Ordnung ist, woraus folgt, dass* q identisch Null ist. 

Wie die Gleichung: 

r.F=p[$_} 

zeigt, ist dann jedes partieulärc Integral von F auch ein solches von 

P [+] = 0 - 

Ist daher v das allgemeine Integral der Gleichung der (ii —v)ten Ordnung: 

p (0 = °i 

so liefert die Integration der linearen Gleichung* der vten Ordnung 

$ = v 

das allgemeine Integral von F— 0. 1 

In den Ausdruck gehen aber auch die Coefficicnten von u = 0 ein, welcher Ausdruck nur der ein¬ 
zigen Bedingung unterliegt, mit o = 0 kein particuläres Integral gemeinsam zu haben. Es enthält also p die 
(ja-hl) willkürlichen Coefficicnten von <p, wodurch es möglich ist, der Gleichung p = 0 verschiedene Formen 
zu geben, unter welchen die zweckentsprechendste auszuwählen ist. 

Berücksichtigt man nun, dass das Integral einer linearen Differentialgleichung gegeben ist, wenn das 
allgemeine Integral ihrer rediieirtcn bekannt ist, indem dann jenes auf blosse Quadraturen zuriiokgefnhrt ist, 
dass also die Gleichung $ = v gelöst ist, sobald dies mit ip = 0 der Fall ist, so kann man die vorstehenden 
Bemerkungen in den folgenden Satz zusammenziehen, der eine Verallgemeinerung eines sehr bekannten Theo¬ 
rems darstcllt: 

„Sind die sämmtliehen particulärcn Integrale einer homogenen linearen Differential¬ 
gleichung der mten 0rdnung/=0 in einer höheren «tcr Ordnung F=0 enthalten, so kommt 
die Berechnung des allgemeinen Integrals der letzteren zurück auf die Integration von 
f=0 und einer anderen linearen homogenen Gleichung der (n —«?,)ten Ordnung.“ 

Die eben entwickelte Formel (10) beruht auf der Voraussetzung, dass alle particulärcn Integrale von 
^ = 0 auch der Gleichung F= 0 genügen. Diese Formel kann als ein speciellcr Fall der folgenden ange¬ 
sehen werden, welche unter der Annahme abgeleitet wird, dass die Gleichung der ?den Ordnung F= 0 mit 
der Gleichung der wten Ordnung/==0 nur k partieulärc Integrale gemeinsam habe. Für den Fall k = l zeigt 
die Formel (9), da 77 = 0, dass sich zwei Opcratioussymbole F und Q bezüglich von der ( m —1) und («—l)ten 
Ordnung auffinden lassen dergestalt, dass 

P[F\ = Q[f\ 

ist. 


* Frobcnius, Crelle’s Journal f. Matliem., Bd. BXXVTT, p. 258. 

Denkschriften der raatliem.-nalunv. 01. LXVI. Bd. Abhandlungen von Niehtmitgliedern. 


k 
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Haben die beiden Gleichungen kein Integral gemeinsam, so lassen sich, wie a priori klar ist, ebenfalls 
zwei derartige Operations-Symbole berechnen, deren jedes aber von einer um eins höheren Ordnung als im 
vorhergehenden Falle ist. Haben nun die Gleichungen F= 0 und/=0 k Integrale gemeinsam und ist =0 
die Gleichung dieser gemeinsamen Integrale, so lässt sich, wie sich früher ergab 

F == p [V] 

setzen, wo das Operationssymbol p von der Ordnung (ii—V) und q von der Ordnung (in — F) ist. 

Da nach der Voraussetzung F= 0 und /= 0 blos die Integrale der Gleichung W = 0 gemeinsam haben, 
so können die Gleichungen 

p[W] = 0 und j[V] = 0, 

wenn darin W als die abhängige Variable betrachtet wird, kein particulärcs Integral gemeinsam haben. Es 
müssen sich alsdann zwei Operations-Symbole J{ und S bezüglich von der niedrigsten Ordnung (in — Tc) und 
(n — Je) bestimmen lassen, dergestalt, dass ' 

B[p(n = S[gQV)} 

wird. Es ist somit: 

B[F] = S[f}. 

Jeder dieser Ausdrücke verschwindet durch die Substitution der particulärcn Integrale, sowohl von F=0 
als auch von f= 0, also sind in den beiden identischen Gleichungen der (m-hn— /s)ten Ordnung 

F[F] = S\f] = 0 

die sännntlichen Integrale der beiden Gleichungen F= 0 und/= 0 enthalten; ein Resultat, zu dem schon 
Herr Tliome durch andere Betrachtungen gelangt ist. 


VI. 


Es mögen nun zur Erläuterung der vorhergehenden Entwickelungen beispielsweise einige Anwendungen 
folgen. 

1. Die einfachsten und directesten bestehen offenbar in der Untersuchung, ob und in welcher Anzahl zwei 
gegebene Gleichungen particuläre Integrale gemeinsam haben, in der Ableitung* ihrer Gleichung und Benutzung 
dieser zur Reduction der vorgelegten Gleichungen. 

Als Beispiel dienen die beiden Gleichungen: 


wo also 


F— 4(4r 3 -f- 1) xy ,n — (8x 2 — 6) y' r — 4 (4x z -4-1) xy' -4- (Sx — 6) y = 0, 
f= 2x (2x 2 -4- x ~h 1) y' n -4- (4x z -4- 3x h- 3) y" — (2x — 3) xy'-h ( 2x — 3)y = 0, 


a 0 = ( 4x 2 - 4 - 1 ) 4x 
= — ( 8x 2 — 6 ) 
a 2 = — (4x 2 -4- 1) 4x 
a 3 — 8x 2 — 6 


b 0 = 2x ( ’2x 2 ~h x ~h 1) 
b t = 4x z h- 3x - 4 - 3 
b 2 = — (2x — 3) 

6 S = 2x — 3) 


ist. Dieselben haben blos zwei linear-unabhängige particuläre Integrale gemeinsam, da für sic sowohl R y als 

auch ——77 verschwindet, während 
aa 3 

d 2 U 

von Null verschieden ist. 

Ihre gemeinsamen Integrale sind also die particulären Integrale der Gleichung: 


cPR ^ 0 d}R, ^ (PR 

(d « ;t ') a0 1 du^Ja' z Z ^ (chQ 
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welche naeh Substitution der Werthe: 

d % R 

Wz) 


T =8(4c*H-5)ap 3 (2x'4-l)46*, 






:4x 2 (4x 2 -+-5)(4x 2 -hl)2^ ; 


W 


B =4r 1 (4c l + 5) (1— 2a?) 4*;, 


übergeht in: 


? 


2x(l -4- 2x)y n -h- (1 -j- 4:X % )y' -+* (1 — 2j?)y = 0. 


Mittelst dieser Gleichung lässt sieh nun die Integration jeder der beiden gegebenen Gleichungen in die 
Integration zweier einfacherer zerlegen, was an der Gleichung F= 0 erläutert werde. Da die sämmtliclien 
Integrale der Gleichung der zweiten Ordnung cp = 0 in F — 0 enthalten sind, so muss sieh F in der Form 
darstellen lassen 

wo p ein zu bestimmender, naeh y homogener linearer Differentialausdrnek der ersten Ordnung ist. Zur 
Bestimmung seiner unbekannten Coefficienten m t und m % ergeben sieh aus der Identität: 




df 


dx 


m z f 


die vier Gleichungen: 

— 4j;(4j* 2 h- 1) = 2x(l h- 2x)m i , 

8x Ä — 6 = (4x z 8x h- 3 )m t ■+■ 2x(l ■+■ 2 x)m z , 

Ax(^x % -j- 1) = (ijx H- l)w t + (l-f- 4 x z )m v 
— 8x* 2 H“■ G === ——■* 2ni^ h— (1 — 2#)w-2 , 

von denen, im Einklänge mit den allgemeinen Auseinandersetzungen, je zwei eine Folge der beiden anderen 
sind. 

Hieraus findet man: 

(p = c^4u? 2 l)e °j 

wo c eine willkürliehe Constante bedeutet. Somit ist die Gleiehung: 

2x(l -i- 2x)y" + (1 + 4 r z )y' (1 — %x)y = c (Äx z -+- Y)e x 

eine Integral-Gleielmng der Gleiehung F= 0. 

Als zweites Beispiel will ieli die homogenen linearen Differentialgleichungen mit eonstanten Coeffieienten 
benützen und annehnien in (1) und (2) seien bezüglich die a und b Constante. Wie die bekannte Substitution 
y — c* x in dieselben lehrt, entspricht jeder gemeinsamen Wurzel der beiden Gleichungen: 

a 0 K 71 ■+* er, £ l ~ l +... + «» = 0, (1) 

b 0 t ■+■ b x -+•. . . ■+■ b m = 0 (2) 

ein gemeinsames partienläres Integral. In der That ist aueli in diesem Falle die Resultante der beiden Differen¬ 
tialgleichungen, die naeh der dialytisehen (Sylvester’sehen) Methode gebildete Resultante der beiden obigen 
algebraischen Gleichungen und gehen aneh die Kriterien für die Anzahl der gemeinsamen partieulären Integrale 
über in die bekannten Sätze und Formeln über die Anzahl der zwei algebraischen Gleichungen gemeinsamen 
Wurzeln. 

Die Gleichung der gemeinsamen partieulären Integrale selbst, wird durch die obige Substitution in die 
Gleiehung der den beiden algebraischen Gleichungen gemeinsamen Wurzeln Ubergeführt. 

k* 
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Eh sind somit in den entwickelten Sätzen und Formeln über die Gemeinsamkeit partieulärer Integrale bei 
zwei liomogenen linearen Differentialgleichungen die über gemeinsame Wurzeln algebraischer Gleiehungen als 
sehr speeielle Fälle enthalten. 


2. Die Thatsaelie, dass R verschwindet, wenn die beiden Differentialgleichungen, aus deren Coeffieienten 
dasselbe gebildet wurde, ein partieuläres Integral gemeinsam haben, lässt sieh aueh zur Entscheidung benützen, 
ob und unter welchen Bedingungen eine gegebene Differentialgleichung partieuläre Integrale von bestimmter 
lorrn besitzt, sobald nur diese Form durch eine homogene lineare Differentialgleichung charakterisiert werden 
kann. 


Die Formel (7) gibt dann den Werth dieses partieulären Integrals. 

Ich will beispielsweise zeigen, dass sieh aueh auf die Weise unmittelbar erkennen lässt, dass die Differen¬ 
tialgleichung der Kugelfunetion jF£ w) : 


(1 — x r )y n — 2 xy' -h n(n -h 1 )y = 0 

eine ganze rationale Function /den Grades als partieuläres Integral besitzt. Da eine ganze rationale Function 
^ten Grades dureh die Gleichung: 

y(p-hi —— Q 


definirt ist, so kommt die gestellte Frage auf die andere zurück, ob es eine ganze positive Zahl p gibt, für 
welche die Resultante der beiden obigen Differentialgleichungen: 


1 — x % , 

—20 -+- \)x, - 

- [p(p + i)-K« + OU 0 . 

.0, 

0. 

, 0 

o 

1 —as* , 

—2i>x , —1 p{p 

■h 1) — u(yt —(— 1)] , 

0 

.0 

i , 

o , 

0 ,. 

•0, .. 

(1- 

x^ 2x; — i j 

0 , 

1 , 

0 , 

0,. 


.0 


verschwindet. 

Nun haben aber in dieser Determinante (p + 3)ten Grades die zwei letzten Zeilen mit den (jM-f-1) 
letzten Colonncn lauter Nullen gemeinsam und es redueirt sieh daher R auf das Product einer Determinante 
2ten lind (p+l)ton Grades und weil die erstere gleieh Eins ist, wieder hlos auf die letztere. Da diese Deter¬ 
minante : 

OO-Hl)—■ O , O , .0 

—2 px , —— u(n-h 1)], 0. . .0 

0 ; 0 , 0...n(n-hl) 

= —«(wH-I)][n(»H-l)—- jpQm-I)]* • .[»(»-hl)] 

für p = n versehwindet, so genügt der vorgelegten Gleichung, wenn n eine positive ganze Zahl ist, eine ganze 
lationale Funetioii nte n Grades, deren Werth sieh aus (7) ergibt. 

Auf diese Weise ergeben sieh aueh unmittelbar die Fälle, in welchen die Differentialgleichung der' 
hypergeometrisehen Reihe 

x ( 1 ~ x ) !/”+ [7 — 0 -hß -h1) x\ y'~-<zßy = 0 

eine ganze rationale Funetion als partieuläres Integral besitzt. Die Resultante dieser und der Gleichung: 


ist: 


y(j>-\-i) Q 
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*(1- 

~ x ) > —2x)h-7—(«- hß-hl)x 


, 0, 

0, 

0 

0 , 

o , 

0,. a 

<1—x): 

; 7—(a-t-ß-i-l)a 

«i 

1 , 

o , 

o,. 

0, 

o, 

0 

0 , 

1 , 

0,. 

0, 

0, 

0 


I— (^-+- a )0-H 3 ) > °> . 0 

: P7 1 ) (l-2x)+7-(«H-ß+1>r, 1 h-«)(^— l-4-ß). .0 


0 , 0 7 .aß 

= (—l)^ 44 ) (j:>H-a)(j.?-4-ß)(j:>—1 h-«)Q;— l-+-ß). . • aß. 


Hieraus folgt, dass der vorgclegten Gleiclinng eine ganze rationale Function genügt, sobald « oder ß 
ganze negative Zahlen sind. Der Grad dieser Function ist, sobald mir eine dieser Grössen eine ganze negative 
Zahl ist, gleich dieser, sonst gleich der numerisch kleineren derselben. 

3. Eng mit diesen hängt noch eine andere Art Anwendungen zusammen. Da man die Relationen kennt, 
welche die Coeffieientcn einer homogenen linearen Gleichung erfüllen müssen, damit dieselbe mit einer 
gegebenen Gleichung ein oder mehrere linear unabhängige particuläre Integrale gemeinsam habe und die 
Gleichung derselben anfstcllcn kann, so ist man im Stande, sobald es gelingt, zu der gegebenen eine zweite 
Gleiclinng zu construiren, deren Cocfficienten diesen Relationen genügen, entweder unmittelbar — wenn nur R 
verschwindet — ein partieulärcs Integral der vorgelegten Gleichung auzugeben oder doch im anderen Falle die 
Integration der gegebenen Gleichung in die zweier Gleichungen niederer Ordnung zu zerlegen. Es mag diese 
Art der Anwendung an der Gleichung der Kugclfunction P[l] : 

(1 — x 2 )y" — 2xy'-^2y = 0 

erläutert werden. 

Damit dieselbe mit der Gleichung der 2 tcn Ordnung: 

% y'+ a * y = ° 

ein und nur ein partieuläres Integral gemeinsam habe, müssen die unbestimmt gelassenen Coeffieientcn 
a Q , a i , ct t derselben derart gewählt werden, dass sic der Bedingung: 


R = 


1-x 2 , 


, 1 — x 2 , — 2x 
, — a[+a z 


, o 
, 2 


= 0 


d 2 R 


und , 7 ^ 0 genügen. Die Berechnung der Determinante ergibt die Bcdingungsgleiehnng in der Form : 

Cv(l> 


woraus folgt: 


2 u 0 (l—( 1 — x 2 ) 2 (a' a % — a^-hal) 
—2(a- 1 -i-xa 2 )[(l—^ 2 )(a 0 —f-a 1 )'-h4a 0 ^] =0 , 

,/ , 4 <«i -4-a 2 +.m ;) 

0 (1— x 2 )^ ~hxa 2 ) 0 

__i_ 2 u t (ct x ci 2 — a % a t -ha|)(l— x 2 ) _ ^ 
2(a 1 n-a;a Ä ) 


1 

P ~ (l—x 2 yjaffhxaff 


Setzt man nun: 
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so ergibt sieh: 


«o = — 


P ( rt i a i — x r )^r- 2<x l («,- hxa t ) ^ 


iIt —\—Xü 9 


Es hat also jede Differentialgleichung in der a 0 in dieser Weise durch a t und a 2 sich ausdriieken lässt, 
mit der Gleichung I J [ X ] ein partieuläres Integral y i gemeinsam, dessen Werth dureh die Formel angegeben wird: 

_dJt dli (l—x*)a z —2a 0 

^ ^ da\ * da 2 (1— x 2 )a 1 ~h2a 0 x 

Somit liefert der Ausdruek: 


y t =e t 


(1— x l )a % —2a 0 
(1— x l )a 1 -j-2a 0 x 


wenn hierin für a 0 der obige Werth eingesetzt wird, für jeden beliebigen, mit der Natur diescT Entwickelungen 
verträglichen Werth von a 1 und stets ein partieuläres Integral der gegebenen Differentialgleichung. 

In ganz derselben Weise lässt sieh au eh aus der Bedingung, unter welcher die Gleichung: 

a 0 y( n +V -+- a x . . . ~ha }l y = 0 

mit jener der Kugelfunetion P$: 

(1— x 2 )y n — 2xy'-hn(n-+-l)y = 0 

ein partieuläres Integral gemeinsam hat, dem Versehwinden der Resultante, a {) als Function der übrigen Coef- 
licienten a t ...a n darstellen, denn die Resultante ist auch in diesem Falle ein nach a 0 homogener linearer 
piffcrentialausdruk der ersten Ordnung. 

4. Zum Schlüsse will ich noch eine Anwendung des Ausdruckes der Resultante berühren und daraus 
gewisse Funetioncn licrleiten, welehe in der Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen eine 
ähnliche Rolle spielen, wie die symmetrischen Funetioneu in der Theorie der algebraischen Gleichungen, 1 
aut die ausführlich einzugehen ich mir jedoch für eine andere Gelegenheit Vorbehalte. 

Da die Gleichung (6): 


f °^dx 


• -/Ot) 

a m e J a Q 


• /O») 


( 6 ) 


für beliebige Werthe der b Q7} b t . ,.b n und der verschiedenen Differentialquotienten dieser Grössen bestehen 
muss, so müssen, wie man leicht einsieht, die Coefficienten, welche auf den beiden Seiten der Gleichung den¬ 
selben Ausdrücken der b und ihrer Differentialquotienteu angehören, einander gleich sein. Es lässt sieh nun 
die Determinante (tn-hn )ten Grades R nach dein La Piaee'sehen Satze in ein Aggregat aus Produeten je 
einer Determinanten mten und nten Grades zerlegen, und zwar werden dieselben erhalten, indem man jede 
Determinante /den Grades aus der Matrix 


7 Ti¬ 
bi) 

o 

o. 


1 7 n~i 

7 n— 1 

? 

; * • 

• On+m— 1 

/,»- 

_ o 

in— 2 

; Uo 

? * 

• • Gn-\-m—2 


A-- 



(0 


mit der aus den übrigen Colonncn der Matrix 


m —1 m —1 m —1 

Clo y di ;* • • dn^. m —( 


m—2 m—2 

, Clo j • . . Cl n ^. )n — 2 


0 

, 0 , 


(«) 


Cont. die Noten des Herrn Appell in den Comptes rendues, Bd. XC und XCI. 


t 


tt 
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gebildeten Determinante raffen Grades und einer Potenz von ( —1) multiplicirt, deren Exponent die Anzahl der 
nöthigen Vertauschungen angibt, um diese m Colonnen der Reihe nach zu den m ersten der Matrix zu machen. 

In gleicher Weise lässt sich aber auch die rechtsstehende Determinante in (6) als ein Aggregat aus Pro- 
ductcn je zweier Determinanten raten Grades darstellen, und zwar werden dieselben erhalten, indem man jede 
aus der obigen Matrix ( b ) gebildete Determinante raten Grades mit der aus den gleichstelligen Colonnen 
der Matrix 

| y(m-hn— i) . % ,y x 


y<?n+n~ i) . y {m+n-%) m . ,y n 


gebildeten Determinante raten Grades multiplieirt. Somit ist diese letztere, abgesehen von der Potenz von (— 1), 

der mit dem Factor aT* e~ / a 0 ** versehenen aus den restlichen Colonnen der Matrix (a) gebildeten Deter¬ 
minante raffen Grades gleieh. 

Diese Betrachtungen führen also zu dem folgenden Satze: 

Bilden ?/ j , e in Fundauientalsystem particulär er Integrale der homogenen linea¬ 

ren Differentialgleichung: 

a 0 yW~ha\ i/ 71 ”') ... ~^a n -i y'-*-a, n y = 0 , 

so lässt jede aus der Matrix 


y { r ; 

y { ?~ i] ; • 

• -Vi 

yr-, 

v\r l) ; • 

• * )}n 


r a \ 

wo f i>n ist, entnommene Determinante raten Grades durch ein Product aus ß~J^ dx und 
einer aus den Coefficienteu der Gleichung und deren Differentialquotienten rationalen 
Function ausdrücken. 

Von den Folgerungen, die diese Thatsache zulässt, will ich nur eine hervorhebend die Aufgabe lösen: 
Die homogene lineare Differentialgleichung zu bilden, deren jedes partieuläre Inte¬ 
gral ein gegebener homogener linearer Differentialausdruek eines partieulären Integrals 
einer gegebenen homogenen linearen Differentialgl eichung ist. 

Es seien y { ,y % -'-y n ein Fundamentalsystem particulärer Integrale der gegebenen homogenen linearen 
Differentialgleichung: 

%y {n) -*~ a i y {n ~ {) -h . . . -f -a n y = 0 

und es sei die homogene lineare Differentialgleichung der raten Ordnung zu bilden, deren partieuläre Integrale 
z mit den y der gegebenen in der Beziehung stehen: 

z = b 0 y (m )~hb i y( m - f ) -4-. . . -hb m y. 

Bezeichnet z £ das Resultat der Substitution y = y £ in diese Relation, so ist die gesuchte Gleichung: 


z {n) ? z {n-i) , . 

4 B) , 4” -1) • • •*. 


= o. 


Es ist somit in derselben der Coefficient von z& 


z[ n ) . . . Z^+V , . . . z x 


4 w) • • • 4 +1) ? 


(- 1 ) 
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und nach der Bedeutung der z ist er das Product der beiden Matriccs : 

r,‘ +n , , yr +l_1 > ■■■y i 


J n ?***“» ) i/n 



V/n-\-n —1 


wo hl den in II angegebenen Wertli besitzt. 


Die Determinanten wten Grades der ersten Matrix lassen sieh aber, wie eben gezeigt wurde, durch die 
Coefficicntcn der gegebenen Gleichung lind ihre Differentialquotienten ausdriieken, und es ist somit die gestellte 
Aufgabe gelöst. 

TU. 

Vermöge dei gewonnenen Resultate ist man auch in den Stand gesetzt, die Anzahl der zwei vollständigen 
linearen Differentialgleichungen gemeinsamen linear-unabhängigen partieulären Integrale zu bestimmen und 
deren Gleichung aufzustellen. 

Ich gehe hiebei von der folgenden Bemerkung aus. 


Ist 


f=A-+-a 


eine "vollständige lineaie Differentialgleichung der ?dcn Ordnung mit A = 0 als ihrer homogenen, so wird be¬ 
kanntlich, wenn y X} y % .. .y n ein Fundamentalsystem partieulärer Integrale von yt = 0 und 11 ein Integral von 
/ = 0, ferner die c willkürliche Constante bedeuten, ihr vollständiges Integral durch 


y c x y x -h c % y % -+-. . . -hc n y n -h -II 


dargestellt. Ans dieser Formel folgt unmittelbar: 

Zwei lineare Differentialgleichungen, deren reducirtc kein particuläres Integral gemeinsam haben, können 
blos ein particuläres Integral gemeinschaftlich besitzen. Haben zwei lineare Differentialgleichungen ein par- 
tieulärcs Integral gemeinsam, so ist jede Summe aus diesem und einer linearen Verbindung, der den beiden 
redueirten Gleichungen gemeinsamen partieulären Integrale, wieder ein gemeinsames particuläres Integral. 
Und umgekehrt. 

Ich will nun zunächst zeigen, dass im Falle, die beiden homogenen Gleichungen A= 0 und 7? = 0 zweier 
gegebenen linearen Differentialgleichungen 



0 ) 


kein particuläres Integral gemeinsam haben, sieh unmittelbar entscheiden lässt, ob diese ein gemeinsames 
Integral besitzen und wie dieses zu finden sei. 

Die aus (1) abgeleitete homogene lineare Differentialgleichung 


ijy Jjj — a y. ]jä— a ß — o 


( 2 ) 


wird durch jedes den beiden gegebenen Gleichungen gemeinsame particuläre Integal befriedigt; desgleichen 
die lineare Differentialgleichung 



die zu einer homogenen wird, wenn die Function von x : a, cc u ß, ß. der Gleichung genügen: 

da ö db 

a dx^“ i(l ~ ß 7h~ ß ' b=:0 ’ 
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dnrek welche Annahme sie dann übergeht in 



(3) 


Es soll nun lintersueht werden, in welchem Zusammenhänge umgekehrt ein den Gleichungen (2) und (8) 
gemeinsames Integral mit den particulären Integralen der Gleiehungen (1) steht. 

Für ein particuläres Integral der Gleiehung (2) ist 



(5) 


die Substitution dieses Werthes von / und des Integrals von (2) in (8) ergibt unter Berücksichtigung von (4) 

b 2 / aa{by'—V y)-\~bß{b' y — bßy'). 

Ist nun dieses partieuUire Integral beiden Gleiehungen (2) und (3) gemeinsam, so versehwindet für das¬ 
selbe aneli der eben abgeleitete Ausdrnek und es ist daher 


(by*—V y) (ßb — aa) = 0 

Hieraus folgt, da man a und ß stets so gewählt annehmen darf, dass Iß — act nielit verschwindet 


? V 

y b 


oder 


wo c eine Constante bedeutet. 

Die Substitution dieses Werthes in (5) ergibt auch 


Es ist somit jedes den beiden Gleiehungen tp = ö und / — 0 gemeinsam partienläre Integral auch den 
beiden Gleichungen 


A-h( 1— c)a = 0 
B-h(l—c)b=0 


gemeinsam. Die hierin auftretende willkürliche Constante 1— c — k kann alle Werthe mit Ausnahme von Null 
annelimen, da sonst gegen die ausdrückliche Voraussetzung die beiden redneirten Gleichungen A = 0 und 
B = 0 ein particuläres Integral gemeinsam hätten. Ist aber k von Null verschieden, so ist jedes partieuläre 
Integral von A-hka = 0 oder B-\-kb = 0 dividirt durch k ein partieuläves Integral bezüglieh von/=0 
oder y = 0. 

Es ist also durch diese Überlegungen die Frage nach der Gemeinsamkeit eines particulären Integrals bei 
den linearen Differentialgleichungen/= 0 und <p = 0 zurückgeführt auf die Untersuchung der beiden homo¬ 
genen linearen Differentialgleichungen y = 0 und / = 0. Auch diese können unter den gemachten Voraus¬ 
setzungen blos ein particuläres Integral gemeinsam haben, welehes also immer naek (7) gefunden werden 
kann. Multiplicirt mit einem eonstanten Factor, der somit unmittelbar durch Substitution des Integrals in eine 
der Gleichungen (1) gefunden wird, ist dann dasselbe das einzige mögliche den beiden Gleiehungen (1) 
gemeinsame partieuläre Integral. 

Auf den eben behandelten Fall, dass die reducirten Gleichungen der beiden Gleichungen (1) kein parti- 
euläres Integral gemeinsam haben, lässt sieh nun der allgemeinen zurüekführen. Denn es lassen sieh, wenn 
diese Voraussetzung nicht zutrifft, die beiden Gleiehungen durek Einführung einer neuen Variablen an Stelle 
der abhängigen, in zwei andere transformiren, deren redueirte Gleichungen kein partieulärcs Integral gemein¬ 
sam haben. Ist nämliek z = 0 die naek (8) immer leicht herstellbare Gleiehung der den beiden redueirten 

Denkschriften der mathein.-naturvv. CU XLV1. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. 1 
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Gleichungen gemeinsamen particulären Integrale, so lassen sich (V) Differentialausdrücke p(z) und q (z) auf¬ 
finden, dergestalt, dass 

A —p(z) und B — q(z) 

ist, wobei p (z) und q (z) kein Integral gemeinsam haben. 

Die beiden Gleichungen (1) gehen dann über in die beiden 

f — p(z)-ha ) 

}• (1 ° 

deren reducirte in der That kein partieulärcs Integral gemeinsam haben. 

Diese Gleichungen (1') können also naeh dem Vorhergehenden höchstens einparticuläreslntegral gemeinsam 
haben, dessen Bestimmung oben gezeigt wurde. Besitzen sie nun ein gemeinsames Integral und wird dasselbe 
etwa mit v bezeichnet, so ist jedes Integral der Gleiehung 

z — v 

den beiden gegebenen Gleichungen (1) gemeinsam, wie auch umgekehrt jedes gemeinsame Integral dieser 
Gleiehungen der Gleiehung z — v genügt. 







